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Chapter 1

Séries de Fonctions

1.1 Donner la définition de la notion de convergence
normale pour les séries de fonctions. Donner un
exemple d’une série convergeant normalement.

Soit (fn)nen, une suite de fonctions définies et bornées sur I,

on dit que la série g fn converge normalement sur [
neN

= Z sup | fn(z)| converge
neN zel

_lnz

Prenons fn(:c) =
On examine la convergence normale.

sup|fu(x)] < it

r>a

Inn N . -
E —— cv des lors que a > 1 d’apres les séries de Bertrand.
n
neN*

= (fn)nen+ CVN donc CVU.

1.2 Etudier la convergence simple et la convergence
uniforme de la série (_nlx) ,n € N*. Continuité de
la fonction associée.

Z (_lx) CV sur |0; +o0]
neN*

si @ € [a; 00| avec a €]1;+o00[ on a :

_qym 1
sup (nl) §n%or Z — cv pour a > 1
r>a>1 neEN* ne
_1)n
donc Z =t CVN donc CVU sur [a;+oo] a > 1
nll/'

neN*

si ¢ €]0;1] on a pas CVN — il faut étudier directement la CVU
On a CVU sur ]0; 1] si



sup |Ru(z)] — 0

x€]0,1] n—r+oo

On applique le critere des séries alternées :

(_1)n+1 o 1
|Rn($)| < ‘ (n+1)* | — (nt+1)®
sup |Rp(x)| < sup = L_
zeﬂ[;xél] z€ a,l]( )

Ainsi la série de fonction CVU sur [a;1], o > 0

On a CVU de E @ donc f(x) = E (_12
n n
neN* n=1
CVS sur ]0; 400[ car CVU = CV S

est continue sur |0; +oo[ ainsi on a

1.3 Etudier la convergence simple et uniforme de la

— 1
fonction ¢ : z — g —. Continuité, comporte-
nm
n=1
ment lorsque z — 1.

fn(fﬂ):n% = ﬁ

CVS sur n € N* = CVS sur z €]1; 00[ d’apreés les séries de Riemann

Qu’en est-il de la CVU ?
Prenons x > a > 1

=1 =1
alors Vk > 1, Zﬁgzl?a
k=n k=n

1
sup |Rn(z)] < Rp(a) — 0 car Z — cv d’apres les séries de Riemann (a > 1)
rza>1 nTee neN* ne

1
Donc Z — CVU sur [a; +o0[ Va > 1
n

1
Ainsi Z - continue sur [a; +oo[ Va > 1
neN*
donc continue sur |1; +00]

Lorsque z — 1, on a »_ % qui diverge d’apres les séries de Riemann



Chapter 2

Espaces Vectoriels Normés

2.1 Montrer que I’application N; : R — R* définie
par N; = Zf:1|xi] est une norme. Représenter
’ensemble des (r,y) € R? tel que Ny((z,y)) <1

Afin de prouver que Nj est une norme, nous devons prouver les 3 propritétés définissant
une norme.

’VmEE,N(x)zo = 3320‘

Soit (21, ...,z4) € RY,

d
Ni((1, .0y a)) =0 <= > |a]| = O or |2 >0
i=1
— |z;| =0 Vie[l,d]
— z; =0Vie[l,d]
S (l‘l, ...,a:d) = Opa

¥(z,\) € E x K, N(\z) = [\|[N(z) |

Soit (21, ...,z4) € R, Soit A € K,

N1 (/\(.231, ...,l‘d)) = Nl(()\xl, ceny )\.I‘d))
d
=> Azl
i=1
d
=D lail
=1

= |)\|N1((£U17 ...,ZCd))

W(x,y) € E% N(x +y) < N(z) + N(y)]




Soient (xlv "'7xd)7 (yla ey yd) € Rda

Ni((z1, - wa) + (Y155 9a)) = Ni((@1 + 91, -, Ta + Ya))
d
= Z |z; +y;| € R = inégalité triangulaire dans R
i=1

d d
i=1 i=1
< N((z1, .-, 2a)) + N((y1, -, Ya))
Ainsi Ny est une norme de R¢.
Représentation de ’ensemble :

Notons F; ’ensemble qu’on cherche a représenter,

Ey = {(z,y) € R*|Ny((z,y)) <1}
Ey = {(z,y) € R?| |z] + |y| <1} = By, (0,1)

On fait ensuite une disjonction de cas :

x et y positifs
z et y négatifs
x négatif et y positif
x positif et y négatif

E est représenté par l'air en rouge incluant les bordures :
Y

—y=x+1
—y=1-x
y=z—1
1 y=—x—1
T
-1 1




2.2 Sur Cjz| ’ensemble des polynomes a coefficients

complexes, on définit, avec P(X) =Y _ a X" :
n

Iplloe = maz (lax), |1Pl[1 =) la]

ke(0,n]] 0
Montrer que ce sont des normes et qu’elles ne sont
pas équivalentes

Montrons que ce sont des normes :
On va noter Ny la norme 1 (]|.||1), N2 la norme 2 (||.]|2) et Noo la norme infinie (|].||co)-

V€ B,N(z) =0 <= z=0]

Soit (ag, ..., an) € Cplx],

n
Nl((a()a-..,an)) =0 <— Z|ai‘ =0 or ‘xt‘ Z 0
1=0
& |ai| =0 Vi € [|0,n]]
= a,=0vic[o.n]
= (ag,...,an) = 0c, []

Noo(d0, s 1)) =0 <= maz (Jax]) =0
ke[l0,n]]

<= (ag,...,an) = 0c, 5] car |ax| > 0,Vk € [|0,n[]

(2, ) € B x K, N(\z) = [A[N(2) |

Soit (ag, ...,an) € Cylz], Soit A € K,

Nl()\(a,o, ceey an)) = Nl(()\ cAQy ey )\ . an))
= Z|)\al|
=0
=AY fail
=0

= |A|N1((ag, ..., an))
Noo(Aag, .-y an)) = Noo((A - agy ..oy A - ay))
= max (|A|-]a
ke[m’n”(l |- Jax])
oz (lax)

= [A|
= |\ - Noo((ag, ..., an))

V(x,y) € B, N(z +y) < N(x) + N(y)]




Soient (ag, ..., an), (bo, ..., b)) € Cyp[z],
Nl((a07 ~-~7an) + (b07 ey bn)) = Nl((ao + b07 vy Qg F bn))

n
= Z la; + b;] = inégalité triangulaire dans R
i=0

< ail + > |bif
=0 =0

S Nl((a(), ...,Zln)) + Nl((bo, ceey bn))

Noo((ag, oy an) 4 (bo, oy bn))? < Noo((agy vy an)) + Noo((bo, ..., b))
évident car : V(z,y) € R? max(|z,y|) < maz(|z|) +maz(|y|)

Ainsi N7 et Ny sont des normes de C,,[z].

Montrons la non équivalence de ces normes :
n

Avec P, (X) = ZXk (cad ar, =1), on a:
k=0

1P
||P H1 —nt1,

On va résonner par ’absurde et supposer que ces normes sont équivalentes,
Supposons : J(a,b) € (RT*)2,

VP e Clx],
a X [[Plloc < [|P[l1 <bx|Plloo

Avec P, € Clz],

a<n+1<b

On a donc contradiction lorsque n tend vers l'infini
—> les normes 1 et co ne sont pas équivalentes

2.3 Montrer que si E est de dimension finie, toute ap-

plication f: ' — F ou F est un EVN est continue.
On pose (eq,...,e,) base de E,
v E = €4 t oo — i
reE x ;xe et ||z|| 177<1a<x|x|

Ona fe %(E,F),



F

f(@)llr = Hf (Z :czeT>

if(e

car f est linéaire
F

n
< Z |i| || f(ei)|lp d’aprés l'inégalité triangulaire

<IZ 1/ e: F> [P

=c>0

Donc f: (E,||.|lec) — (F,]].||F) est continue
= f continue car toutes les normes sont équivalentes en dimension finie !

2.4 Soit ' et I'des EVN et f: E — F une application
linéaire continue. Que signifie |||f||| 7 Donner un

exemple.
1A= sup 15l = sup TN
sy e el
lzllg=1 "#
Exemple :
E =C%[a,b])
u: (B, ] lloo) — (R, |.])
f%/ (0
VfeE,
b
(t).dt §/ |f(¥)|.dt
b
§/ sup |f(t)|.dt Or le sup est constant sur t
a t€la,b]
< (b= a)llflloo
= Vf e E fu(f)] < (b—a) x|[flle
si f#0, [ulF)] <b-—a = supwg sup (b—a) = |||lul]| <b—a
1fllee — seab]
Soit f(2) =1, [|fllee =1
u(f):/ Ldi=b—a — b-a= ||“f(|f) < |llall

= |||ul|| = b — a par encadrement



Chapter 3

Réduction d’endomorphismes

3.1 Définir la notion de sous espace vectoriel stable.
Montrer que si v et v commutent alors Ker(u) est
stable par v.

E est un EV, u € L(E) un endomorphisme. Soit F' C F un SEV de E,

F stable par u <= u(F)C F

Démonstration de la stabilité :

Soit = € ker(u).
Montrons que v(x) € ke
v(0

( r(u )
u(v(z)) = v(u(z)) = v(0)

Donc v(z) € ker(u) = ke ( u) stable par v.

3.2 Rappeler la définition d’un sous espace propre as-
socié a u € L(F). Montrer que des espaces propres
associés a des valeurs propres distinctes sont en
somme directe.

(w,\) € L(BE) x K

Sous espace propre : Ey = Ker(u — Aly,,)

Preuve

On fait la preuve dans F = K"

I

Soit z; € Ey, (avec A; # \; pour i # j) tel que : sz = Ogn
i=1

Montrer que 1 = x93 = --- = x, = Ogn

On fait agir u plusieurs fois :

1, 1./,E1 Z}\l‘z—OKn
w(u (i @) = u (X, M) = Y Afwi = O
=1



.... On continue ce procédé jusqu’a r-1 :

r
E )\271337; = OK"
=1

En résonnant par coordonnées, Soit i € [1;n], cad pour la i-éme coordonnées on a :
T
E xy, =0
k=1
T
2 : i
)\kxk = 0
k=1

T

S ox g =0

k=1
1 ... 1 :
AN\, le 0
A2 ... A2 Za
< 1 T . =
)\71:—1 . )\:.—1 x:” 0

On reconnait (apparement) une matrice de Vandermonde qui est inversible <= tout les
A; sont distincts.

= gz} =--- =2l =0avec Vi € [1;n]

(Ii)ie[[l;rﬂ libre

3.3 Montrer qu’une matrice est diagonalisable si et
seulement si son polynome caractéristique est scindé
et dim(E)) = m,.

On cherche & montrer : u diagonalisable <= p,, est scindé et VA € Sp(u), dim(Ey) = my

u diagonalisable —= FE = @EM = B = (By,..., B;) une base
i=1

A1 0

0 A1

| ——

d’im(E)\l)
Soit A = Mat(u, B) =
Ar 0
0 Ar
dim(Ex,.)

Donc pa(z) = [Thi = 2) ™ = [T\ = 2)™
i=1 =1

pa scindé dans K, toutes les valeurs propres de u sont dans K. On les note : Ay, ..., An,

On a @EM CcF

i=1

10



T

et pa(r) = [JOu —2)™

i=1
- Zm)\i =d
i=1
D’ou dim (é E)\i> =d
i=1

- éE,\Z =F

i=1

3.4 Montrer qu’une matrice est trigonalisable si et
seulement si son polynome caractéristique est scindé

On cherche & montrer que VA € M,(K), A trigonalisable <= P4 scindé dans K

JP € G, (K) <= linéaire inversible de dimension d,
Al * *
0 L%
A=P \i p!
0 ok
0 --- Y
d
dott Pa(z) = [\ — =)
i=1

— P, est scindé.

Par récurrence sur d € N* avec d = dim(E)
" Py scindé dans K” est ’hypothese de récurrence (= Hy).

Initialisation : d = 1 OK.

Hérédité : On cherche a montrer que Hy = Hgy1
Soit A € My11(K). P4 scindé
= N e K|\ € Sp(A)
Soit eg € K41\{0}, Aep = Aeg
On complete en une base (e, - - - ,eq) de K¢
= 3P € G1,(K) tel que :
o | %---

P-A-P1=
B e Md(K), PA(.I) = (/\0 — .Z‘)PB(.’I})

Pp scindé = 3Q € G, (K) tel que :
QBQ™!' =T € My(K) triangulaire supérieure

11



Bilan : Hy = Hgp

CQFD
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