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1 Donner la définition d’une norme. Donner deux ex-
emples de norme sur R>

Une norme sur E est une application de N : E — R* respectant 3 conditions :

eVre EEN(z)=0 < 2=0
e V(z,)\) € ExK N(\z) = |M\N(z)

o V(z,y) € E?, N(z +y) < N(z) + N(y) (inégalité triangulaire)

Exemple 1 :
E=R,N(z) = |z|

Exemple 2 :
E =R?,

2
I NE
=1

2
E x? (Norme euclidienne canonique associé au produit scalaire)
i=1

llzll2 =

2 Montrer que ’application N, : R? — R* définie par
N; = 3% | |;| est une norme. Représenter I’ensemble
des (z,y) € R? tel que Ni((z,y)) <1

Afin de prouver que Nj est une norme, nous devons prouver les 3 propritétés définissant
une norme.

‘Va:EE,N(a:)zO = sz‘

Soit (21, ..., z4) € RY,

d
Ni((21, .0, 7q)) =0 <= > |2| = Op or |z;] >0
=1
= |x| =0Viell,d|]
<~ z; =0Viell,d]
<~ (1’1, ...,:L'd) = Oga

¥(z,)) € B x K,N(Az) = [A|N(2) |

Soit (21, ...,z4) € R?, Soit A € K,

N1()\(UC17 ...7$d)) = Nl((>\$17 ceny )\Z’d))

d
=> |zl
i=1
d
N
i=1

= [AINL (21, -, 2a))



¥(2,9) € B, N(z +y) < N(2) + N(y)

Soient (w1, ..., z4), (Y1, ---,¥a) € RY,

Nl((:cl, ey xd) + (yl, ...,yd)) = Nl((lﬂl + Y1, g + yd))
d
= Z |z; +y;| € R = inégalité triangulaire dans R
i=1

d d
<l + ) il
i=1 i=1
< N((z1, - 24)) + N((y1, -, ya))
Ainsi Nj est une norme de R?.
Représentation de ’ensemble :
Notons F; ’ensemble qu’on cherche a représenter,

by = {(a:,y) € R2|Nl((xay)) < 1}
By = {(z,y) € R?| |z] + |y| < 1} = By, (0,1)

On fait ensuite une disjonction de cas :

x et y positifs
z et y négatifs
x négatif et y positif
x positif et y négatif

E est représenté par l'air en rouge incluant les bordures :
Y

—y=x+1
—y=1—-x
y=z—1
1 y=—x—1
T
-1 1

3 Soient N;, N, deux normes sur un espace vectoriel
E. Que signifie N; et N, sont équivalentes 7 Donner
un exemple. Que peut-on dire en dimension finie ?

Soit E un espace vectoriel normé muni de deux normes ||.|[1 et |[.|l2. ||-|l1 et ||.]|2
équivalentes <= J(c, ) € (R%)?, Vo € E,c x ||z|}; <||z]|2 < ¢ x ||z])x



Exemple : Dans R, ||.||, et ||.||, sont équivalents V(p, q) € (R U {+00})?

EN dim finie ?
Dans un EVN en dimension finie, toutes les normes sont équivalentes !

4 Sur C|z] ’ensemble des polynomes a coefficients com-
plexes, on définit, avec P(X) = > _,ar X" :

n
1Pl kfe'ﬁg{g|](|ak|),|l [h l;lak!,ﬂ [I2

Montrer que ce sont des normes et qu’elles ne sont
pas équivalentes

Montrons que ce sont des normes :
On va noter Ny la norme 1 (]|.||1), N2 la norme 2 (]|.]|2) et Noo la norme infinie (|].||co)-

‘VmeE,N(m)zo = x:()‘

Soit (ag,...,an) € Cylx],

Ni((ag, -, an)) =0 <= > a;| =0 or |z;| >0
=0

< a; =0 Vi€ [|0,n]]

= (ag, .., an) = Oc,, 4]
NQ((CLOa "'aa")) =0

= > Jail>=0or |z;| >0

i=0

— |a;]* =0 Vi€ 0,n]]

< |a;| =0 Vi € [|0,n]]

— a; =0Vic[0,n]

<> (ag; s an) = Oc, 2]

Noo((ag, ...,an)) =0 <= maz (lax]) =0
ke(|0n]]

<~ (ao,...,a”) = O(Cn[a:] car |£Lk-| > O,Vk S HO,TL”

(2,)) € B x K,N(\z) = [A[N(2) |




Soit (ag, ..., an) € Cyx], Soit A € K,

Nl()\(ao, veey an)) = Nl((>\ cAQy -y A an))
= Z|)\az|
=0
=AY lail
i=0

= |A|N1((ag, -, an))

NZ(A(GOa ey an)) = NQ((A CAQy ey A an))

n
= > Pa?
=0
n
= AR lail?
=0

= Ay | D laif?
=0

= |\|N1((ag, ..., an))

Noc(M(@0, ey @) = Noo((A - ag, s A - an))

max (|A\|-]a
Jmaz (1A Jax)

= |\ max (|ag
A maa (jau])

= |)‘| : NOO((G’O, "’van))

V(z,y) € B>, N(z+y) < N(z) + N(y)




Soient (ag, ..., an), (bo, ..., b)) € Cyp[z],

Nl((ao, ceey an) + (bo, veey bn)) = Nl((CLO + bo, ey Qp + bn))
= Z la; + b;] = inégalité triangulaire dans R
i=0

<3 il + 3 bl
=0 1=0

< Ni((ag, ..., an)) + N1((bo, ..., bp))

NQ((@(), ceny an) + (bo, ceey bn)) = NQ((CLO + b()7 vy Ay + bn))

= Z |a; + b;|> = inégalité triangulaire dans R

1=0

<UD lail? + ) |bif? or, V(z,y) € R, Va+b < Va+ Vb
=0 =0

SADIIEEND It
=0 =0

< Neo((ag, -y an)) + Noo((boy vy b1))

Noo((ag, .-y an) 4 (bo, oy bn))? < Noo((a0, vy @) + Noo((bo, ..., b))
évident car : V(x,y) € R* mazx(|z,y|) < max(|z|) +maz(|y|)

Ainsi N1, N3 et Ny sont des normes de Cy,[z].

Montrons la non équivalence de ces normes :

Avec P,(X) = ZXI“ (cdd a, = 1), on a :

k=0
||PnHoo =5
[|Pnlli =n+1,
[[Pall2 = vn+1

On va résonner par 'absurde et supposer que ces normes sont équivalentes,
Supposons : 3(a,b,c,d, e, f) € (RT*)S,

VP e Clx],

a X [[Plloo < [|P[l1 <bx|Plloo (1)
¢ X |[Plloe < [|Pl2 < d X [[Pl|og (2)
e x ||[P[ly < [|Pll2 < f x[|P[lx (3)

Avec P, € Clz],
a<n+1<b (1)
a<yvn+1<b (2)
ax(n+1)<vVn+1<bx(n+1) (3)



On a donc contradiction pour les équation (1) et (2) lorsque n tend vers l'infini
— les normes 1 et 2 ne sont pas équivalentes avec la norme infinie.

Pour ce qui est de la norme 1 et 2 entre elles, reprenons I’équation (3),

3
+

3)

a <

<— <bcarneN = n# -1
n—+1
1

< a <

<b
n+1

ce qui est contradictoire lorsque n tend vers l'infini car a € R**
—> Les normes 1 et 2 ne sont pas équivalentes entre elles.

5 Soit £ un EVN muni d’une norme E : montrer que
cette norme est continue

Ve € R, Soit xg € E et x € B(xg,€) (={x € E, ||z — xo|| < €})
Alors ||z — zg]| < €

Avec la seconde inégalité triangulaire on a :

]l = [lzolll < [lz — xol| <

Ainsi la norme est Lipschitzienne car :

3k > 0,Y(z,y) € B2 [IN(z) = N()l|r <k x ||z —yllg,
en l'occurence :

S = 1,¥(z,20) € B2, [N () — N(ao)|| < |l — 2ol

[|.|| est Lipschitzienne <= ||.|| est continue sur E

6 Soit F = C°([0,1[;R), montrer que la suite de fonc-
tions f,(r) = 2" converge pour la norme ||.|[; mais
pas pour la norme ||.||.

Soit E = C°([0,1[, R) muni des normes 1 (||.||1) et infinie (||.||s)
fnlz) = 2™

Norme 1 :

On cherche : li_>m [|fulx) = f(x)|1 =0

Vz € [a,b] C [0,1], fr, cvuvers 0 = f(z) =0

b
o =0l = [ la"ldo
a

xn+1 b
i,

bn+1 an+1

n+1 n+1

= lim ||z, — 0|1 =0 = f, cv pour la norme 1
n—oo

Norme infinie :



[|z" — 0l|lc = sup 2" =1"=1V¥neN
z€[0,1]

= lim ||z"™ — 0||.c =1 = ne cv pas avec la norme infinie
n—r oo

7 Donner tous les criteres de continuité d’une ap-
plication linéaire entre EVIN. Donner un exemple
d’application linéaire continue

Soit f € L(E, F). Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) f continue sur (E,||.||g) dans (F,||.||r)

(2) f continue en O pour les normes ||.||g et ||.||F.

(3) f borné sur B(0,1) <= 3IM € RT,Vz € B(0,1),||f(z)||lr < M

(4) IM € R¥,Va € B,||f(2)]lr < M x ||o]|z

(5) f est Lipschitzienne <= 3k > 0,V(z,y) € E2,||f(z) — f(W)||r <k x ||z —yl|&

Exemple :
f: R? — R2
@ @rpa-n=| 4] x|}
(R []-]1)

|f(z,y)1] = |z +y| < |z|+ |y < 2||(z,y)]|

[f (@, y)2| = & —y| <[]+ |y < 2[[(, )]

= |[f (@, 9)lle < 2[[(2,9)[|
= f:(R%|].][s0) — (R?%,||.||cc) continue == continue sur la norme infinie

(R, [I-11)

I[f(@,y)llh = [z +y|l+ ]z -y
<z + |yl + |z + |yl
< 2[[(z,y)|lx

= f:(R%]|.][1) — (R2,]|.|]|]1) continue = continue sur la norme 1
(R?,[-II2)

1f (2,95 = (x+y)* + (z —y)?
:x2+y2+2xy+x2+y2 — 2xy
=2(z? 4 1?)
=z, ))l5 = [If(@ )2 < V2[(z,9)]]2

= f:(R%]|.]]2) — (R?,]|.]|2) continue == continue sur la norme 2

En réalité, on choisit une des 3 normes car en dimension finie (ici dim = 2), toutes
les normes sont équivalentes.



8 Montrer que si E est de dimension finie, toute ap-
plication f: EF — F ou F' est un EVN est continue.

On pose (eq, ..., e,) base de E,

n
Vee E, x = Zmiei et ||2]|co = maz |2
— 1<i<n

i=1
Ona fe ZEF),

7@l = Hf (Z :c>
Ziﬁif(ei)

F

car f est linéaire
F

n
< Z |i| || f(ei)|l p d’aprés I'inégalité triangulaire
i=1

< (Z f(ei)F> 1]l o

=c>0

Donc f: (E,||.||oc) — (F,||-||F) est continue
= f continue car toutes les normes sont équivalentes en dimension finie !

9 Donner la définition d’une suite convergente dans
un EVN. Donner un exemple en dimension finie et
un exemple en dimension infinie.

Une suite (Uy, )nen € EN cv dans (E,||.||z)
< 3If €, lim [|U, - fllz =0
— Ife B VeeRT,AINeNVneN, n>N = ||U, - fllg <€

Exemple :

‘ Dimension finie ‘

‘ Dimension infinie ‘

E =C°([0,1],R), fno(x) = 2™ (1 — )

Dérivons f,(x) dans 'optique de faire un tableau de variation :
fl(x) =2"Y(n+2[-1—n]) = la dérivé s’annule sur 0 et sur

f"(ni—i—l) = (nil)n (1 B nil)

n

n+1




fn(2)
0 — T

f li NEA li R

n - = X . =

n+1 nZ—@o n+1 nZ_}’ngOep n-+1
O

Ainsi (fp)nen cv vers

lim sup
n—=se[0,1]

10 Donner un critere de convergence des séries a valeurs
dans un EVN. Donner un exemple.

Soit (E’ ||||E) un EVNa (Un)nEN S EN

Z [|Un||g converge + E est de dimension finie = Z U,, converge
neN neN

Exemple :
On se place dans R muni de la valeur absolue.

Z U, CVA et R est de dimension finie — Z U, CV
neN neN

11 Soit F et F' des EVN et f: F — F' une application
linéaire continue. Que signifie |||f||| ? Donner un

exemple.
51l = sup @)l = sup 0
[z HE 1 z#0
Exemple :
E =C%a,b])
w: (B, | fleo) — (R, [])
b
£ [ sty
VfeE,
b
(t).dt g/ £ (1)t
b
< / sup |f(t)].dt Or le sup est constant sur t
a t€la,b]
< (b= a)llflloo
= Vf € B, [u(f)] < (b—a) x[[flle
si f#0, [u (f)|<b—a:> ) |U(f)|§ sup (b—a) = ||jul]|| <b—a
1 1loo vefad] |[flloc ™ aefayy

10



Soit f(x) =L 1 flloo =1

u(f):/ ldt=b—a — b—a= [u(f)]

1 lloo

< |[fulll

= |||ul|| = b — a par encadrement

12 Soit F = C°([0,1],R) muni de ||.||«. Soit ¢ : f —
f(1) — f(0). Etudier la continuité de ¢ et calculer
sa norme

¢: E — R continue <= 3K > 0,Vf € E, |¢(f)] < K -||f]loc (¢ est linéaire)

Soit f € E. On a:

[o(f)] = 1£(1) = £(0)|
< [fMW]+£(0)]

< 2| flloo

=—> ¢ continue.
Calcul de la norme :
Vf#0,

lp(F)] <21 flloo

600 _

[ flleo ~

el <2

Prenons arbitrairement f(z) =2z —1# 0,

[¢(f)]

T =2 = lllelll =2

£ 1l

Par encadrement,

¢l = 2
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