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Chapitre 1

Transformée de Fourier

1.1 Généralités, définitions et propriétés

1.1.1 Proposition 8.9

Enoncé Soit s € L}(R). Alors, la transformée de Fourier de s est une fonction
continue et bornée et on a :

vf € R, |F[s()| < sl

De plus, F[s|(f) a pour limite 0 quand f tend vers oo (admis)

Preuve VfeR, |§(f>| = |fR S(t)e_%ﬂftdt‘

< [ Iste 5t = sl
R

1.1.2 Proposition 8.10

Enoncé Soit s € L'(R), notons s_ la fonction ¢ — s(—t), alors :

VfeR, Fls_|(f) = Flsl(=f)

Preuve Vf eR,

400 )
t)e~ %™/ dt on pose : T = —t

Pl = [ sl-
/+00 s(r)ermftdr

(
(

)
s(T)eQi”fth
(=)

R

Fls](—f



1.1.3 Proposition 8.11

Enoncé Soit s € L'(R), alors :

Vf € R, F8(f) = Flsl(=f)
Preuve Vf eR,
F[8)(f) = [ s(t)e >/ at

s(t)e2imftdt

(=5)

[l
s

Il
Vo)

1.1.4 Proposition 8.12

Enoncé Soit s € L'(R). Si s est une fonction paire, alors :
Vf e R, Fls|(f) =2 [;7° s(t)cos(2m ft)dt

Si s est une fonction impaire, alors :

VfeR,F[s](f) =—2i 0+°O s(t)sin(2m ft)dt

Preuve paire Vf € R,

Fls|(f) = /Rs(t)e—%ftdt

“+oco 0
= / s(t)e 2/t at +/ s(t)e 2™ Itdt On pose |t = —7 = dt = —dr
0 —oo

+oo ) +o0o )
:/ s(t)e*QWftdtJr/ s(—7) 2T qr
0 0 S—~—

=s(7) car s paire

—+o0
:/ S(t)[6_2mﬁ+e2mﬁ]dt
0

I
b

+oo
/ s(t)cos(2m ft)dt d’aprés la formule d’Euler
0



Preuve impaire Vf € R,

Flsl(f) = /}R s(t)e=2 It d

0

*2”ftdt On pose [t = —7 = dt =

—dt

—+oo
:/ S 7217rftdt+
0

+oo oo
:/ s( 72”rftdt—|—/ s(—7) 21T qr
0 0 SN——

=—s(7) car s impaire

+oo —+oo
= / s(t *2”rftdt / T)2im frdr
0 0

+o00 ] )
_ / S(t)[e—met _ e?mft]dt
0

+oo
= —2i/ s(t)sin(2m ft)dt d’aprés la formule d’Euler
0

1.1.5 Proposition 8.13

Enoncé Soit s € L'(R), un signal a valeurs réelles, alors :
|F'[s]| est paire et Arg(F'[s]) est impaire

Preuve On aVf e R F[s|(f)=F[s](—f) et §(f) = |§(f)|eiAT9(§(f))
= Vf e R|F[E(f)] = [Fls](=])

Soit, Vf € R, |F[s](f)] = |F[s](—f)| car s & valeurs réelles
Donc f ~ |3(f)| est bien paire F[s](—f) = |F[s](—f)|e*A9(Fls1(=1)

_f)‘eiArg(F[S](f))
— |F[S](,f)‘efiArg(F[S](f))

d’ou Arg(F[s|(—f)) = —Arg(F[s](f))
donc f — Arg(5(f)) impaire

1.1.6 Proposition 8.14

Enoncé Soit s € L'(R) et a € R*, alors, en notant H, I'application ¢t — at

(homothétie de vecteur a), on a
Vf € R, Flso Ha(f) = Flsl(£)

= laf

Preuve On démontre dans la cas ¢ < 0 mais c¢’est la méme chose dans le cas

a > 0.



s€ L'(R), a € RY Vf e R, Fs(at)](f) = /+oo S(at)e—2i7rftdt

— 00

Posons 7 = at et dr = adt

ool Ny
:/ —s(t)e 2 aar

oo @

1 ,
= */S(T)€721WT£dT
R

a

~ Lrd

a a

1.1.7 Proposition 8.15 - Théoréme du retard (décalage
temporel)

Enoncé Soit s € L}(R) et a € R, alors, en notant U, 'application t — t — a
(translation de vecteur a), on a :
Vf €R, FlsoUd)(f) = e”*™F[s](f)

Preuve s¢c L'(R),a € R, on pose T =1 —a et dr = dt
VfeR,Fls(t —a)](f) = e *™“F[s](f)

:/s(t—a)e*%”ﬂdt
R
z/s(T)e_Qi”f(T+“)dT
R
:e—2i7rfa/e—2i7rf‘rd7_
R
— e—2117rfa§(f)

1.1.8 Proposition 8.16 - Décalage en fréquence

Enoncé Soit s € L'(R) et fy € R, alors, en notant e27/0 la fonction ¢ — e27fot,
on a:

Vf € R, Fle*™os](f) = Fls|(f — fo)
Preuve Vf €R,F[e*™os](f) = [, s(t)e*™fote=2mItqy
= / s(t)e—%ﬂ(f—fo)tdt
R
= Fls|(f = fo)

1.1.9 Signal porte (créneau)

Enoncé Soit ¢c>0 et T>0.
Soit s la fonction définie sur R par : II(t) = avt € [5F, Z[, II(t) = 0 sinon.



IT est une fonction paire.
Vi eR, FI(f) = aT%T}fT) = aT'sinc(fT)

™

Preuve [, [TI(t)|dt = [2, [Il]dt = aT < 400 donc IT € L'(R)

Soit f € R,II(f) = [, II(t)e~ 2/t

= /5 ae~ 2Tt gt

2
—2im ft

g

e
=4 217rf]
_a

= 57

= ﬂ_ifsin(wft)

\ w3

(ezwa _ e—iﬂft)

= aT'sinc(ft)

1.1.10 Signal triangulaire

Enoncé Soit a>0 et T>0.
Soit ¢ la fonction définie sur R par : o(t) = (1 — 2%)11(75).
o est une fonction paire.

Vf € R, Flo](f) = % (sine(f3))?

Preuve Comme o est une fonction paire :
Vf eR,

+o0
a(f) = 2/0 o(t)cos(2m ft)dt

T
2
0

da 1 — cos(mfT)

T 4x2f2

o 2sin(ZL))?
T 72 f2

2

_aT sm(WQT)

=5 77#%
al T, 4

= & (sine(f))

(1- 2%008(271’]015)(#

(Par IPP) =

1.1.11 Signal gaussien

Enoncé Soit s la fonction définie sur R par : s(t):e_tz pour t réel.
Alors s € L*(R), s est appelé signal gaussien.



La fonction s est paire.

Vf €R,Fls](f) = Vae ™ 1

Preuve
1.Vt e R, s(—t) = e (1" =" = 5(t) = s paire
2. / |s(t)| dt = / e~"dt = \/7 d’aprés l'intégrale de Gauss
R R
Or yTeR = se LYR)
3. §'(z) = —2zs(x) = $'(x) —2xs(z) =0

Faisons la transformé de Fourrier de cette équation,
Vf eR,

FIs' = 205)(f) = FIOJ(f) <= FISI(f) — 2¢Fs)(f) =0
or { EJ7IH) =22 P00
Flas)(f) = 5 Flsl/ (/) car FIs|)(f) = (~2im)PFlas] )

2FIS)(f) — 20F[sI(f) = 0 = 2ixfFIs)(P) — 2L PIs (1) = 0

T

— 2infFs)(f) + - FIs] () = 0

- F[s](f)
= YinfEE(f)

Fsl(h)

= W EE)

FISI() .
= T -

FISW)
= FE)

2

— In|F[s|(f)| = =272 x J; +CeR
— F[s](f)=e ™7 xKeR

Calculons K,

K = F[s)(0) = /R s(t)e2mx0 gy

= / e~ dt
R

= /7 d’aprés l'intégrale de Gauss



1.2 Dérivation

1.2.1 Proposition 8.20

Enoncé Soit une fonction s € L*(R) dérivable, telle que, pour tout p entier,
I'application (.)Ps : t — tPs(t) soit aussi dans L'(R), alors F[s| est dérivable et
ses dérivées sont données par :

FlsP(f) = (=2im)PF[(.)"s)(f)

Preuve Vf, F[s](f)= [ s(t)e"?"/!dt intégrale & paramétre de f.
Soit [c,d] C R,

o (t,f)— s(t)e” 2"t différentiable donc continue sur R x [c, d]

V(t, f) € R x [¢,d],
[s(t)e™> ™| < [s(t)]

qui est intégrable sur R et ne dépend pas de f.

o g—?(t,f) = (—2int)s(t)e" %/t
g—f(t, f) continue sur R X [¢, d]

° V(t f) eR x [e,d],
528, )] = [(=2imt)s(t)e 2t < 2xlts(t)]
Or t — ts(t) € LY(R) par hypothése.

= Donc F|s ] est derivable sur e, d]
Ve<detVf, F = [p(=2imt)s(t)e 2" Itdt = —2im Fts(t)](f)

1.2.2 Proposition 8.24

Enoncé uetvdans L'(R) = { uxv € L(R)
lwxolly < flully vl

Preuve |uxvl, = [p|ux*v(a)lda
< / /|u(a — t)u(t)|dtda car u*v € L*(R)
RJR

< / /|u(a — t)v(t)|dadt Théoréme de Fubini
R JR

< / [o(6)I( / Ju(a — t)|da)dt

Or, en posant b=a-t
f]R|“ a—t)da = fR|u )db = [luly
Donc [[u* v, < [lull; [Jv],



1.2.3 Proposition 8.28

Enoncé Soit u et v € L' (R), alors

Fluxv]=Fu] F[v]
Si, de plus, uv € L*(R) et F [u] ou F [v] aussi, alors

F [uv] = F [u] * F [v]
Preuve 1 Vf eR,

Fluxv]= /R(u s v)(t)e 1t gt

://u(tfa)v(a)e*%”ft.dadt

R JR

://u(tfa)v(a)e*%”ft.dtda d’aprés Fubini
R JR

= / v(a) / u(t — a)e 2™t dtdx
R R

= / v(a) / u(r)e 2"+ drdx en posant T =t —a => dr = dt
R R

/v(a)e_%”fa/u(T)ezi”fT.dex
i R

( /R u(a)e—%ﬂfa.da) < /R u(T)e—mff.dT>
F ) %

[u](f) > Fo](f)

Preuve 2 Vf eR,
(Plul« PL)(f) = [ Fll(f =) Flol(a)do
= v](2)u(t)e 2=t grda
- [ [ Pria dtd
= / u(t)efmwft(/ Fv](x)u(t)e* ™ dr)dz d’aprés fubini
R R
/ FF)(t)u(t)e” 2 tdt
R
/ v(t)u(t)e 2™ tat
R
v(t)u(t)e 2™ tdt on a bien égalité des intégrales car v € L*(R), F[v] € L'(R)

[uv] (f)

[
ﬁj%



1.3 Impulsion de Dirac

1.3.1 Proposition 8.29

Enoncé
Vi eR,Fd](f)=1et F[§,](f) = o—2imfa

Preuve
— Vf eRF 8] = [ Soe 2™t .dt = e=2mx0 =1
— 0q = do(t — a) + théoréme du retard

— Fla](f)=e b

10



