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TDI1 : Erreurs, stabilité, conditionnement, convexité

Exercice 1.  On cherche a calculer précisément la racine positive de I’équation
ex’4+zr-1=0

ou £ est un nombre positif et trés petit.
1. Vérifiez que cette équation posséde une racine négative, notée ry, et un
racine positive, notée 7.
2. Donner un équivalent pour £ proche de 0 de r; et 5.

3. D’apres vous, est-ce 7, ou 75 qui peut présenter un probléme lors du calcul
machine, justifiez votre réponse.

4. Simuler le calcul de r; et 5 sur une machine virtuelle avec une matisse de
taille 4 en base 10 dans le cas ol £ = 10~°. Commenter le résultat.

5. Calculer le produit r; 75 en fonction de ¢ et en déduire une méthode qui ne
posera pas de probleme d’erreur numérique.

Exercice 2. On souhaite calculer les intégrales :

1 n )
r
§ e A s A [ g

/020+92+z2x n i

1. Montrez que les I,, vérifient une relation de récurrence de la forme /,,,; =
al,+bl, 1+ c,, oulesc,, n > 0sontdes réels ne dépendant que de 7.

Gl 0. ik ol U

30(n+1) 20 (n+1)

3. En supposant que /; et /; sont calculés avec une erreur ¢ déterminez I’er-
reur ¢, sur le calcul de /,,.

2. Vérifiez que pour tout n > 2, on a

4. Proposez une méthode simple pour calculer ces intégrales.

0o

3 -5

w

Exercice 3. Calculer la norme infinie de A = (1 _?5) etde B = ( 1 )
Exercice 4. On considere la matrice 100 x 100 :

0,501 -1 0 e 0

0 0,502 -1 0 .. 0

0 w0 0,899 -1
0 e 30 0,6




'i‘!’

i

e 0 0

o

1. Montrer que ||Al| > 1,599.

2. On considere la solution y du systéme Ay = e ol €190 désigne le dernier
1

vecteur de la base canonique de R'%°. Montrer que : y; =

(5s)

3. En déduire de K. (A) > 2.10%2.

1000 999

Exercice 5. On considere la matrice A =
999 998

1999
1997
1. Calculez la solution u du systeme Au = b. En déduire || A, = 1999.

2. Calculez A~', et montrez que K. (A) = 3996001.

5 —1
3:eS —
o1t v ( 1
du) = b+ db, en choisissant 6b = 107 v . Vérifiez que

5l _ 15b]1
TR T

> et le vecteur b =

). On considére a présent le systéme perturbé A (u +

Exercice 6. Draw the following functions and prove that they are convex or
prove that they are not
1. f-z 22 34 f x> e 5. [ misries

1

2. f:zrre ™ 4. fix— VT 6. f:z— 1
Exercice 7. Discuss about the convexity or concavity of the following functions
L fz,y)=—2) -2
2. flz,y)=2"+ yt — (z —y)?

3. f(z.,9,2) = z* + 2% + 322 —yz

2

— 23y + 4r — 5

Exercice 8. Let E be a vector space with a norm || e ||, show that the norm 1s a

convex function.

\-decreasing function and h: R" =

Exercice9, Let g : R — R be aconvex nol
1 example where ¢

% be a convex function. Show that / = §© h is convex. Give &l

and h are convex but g © h is non-convex.

0,501 x 0,502 X ...

)6



TD2 - Conditions d’optimalité, décomposition LU

Exercice 1.  Ecrire la décomposition LU de la matrice
5 0 Biiah
pEE L b o

200 8Y

=

En déduire la solution = € R?* du systeme linéaire Az = b, ou b = (0, —1, 1§ (2}

Exercice 2.  Soit A € M,(R) et b € R", pour résoudre le systtme A’z =
b, connaissant la matrice A, vaut-il mieux calculer A2, ou procéder d’une autre
fagon?

Exercice 3.  Pour les ensembles suivants, donner les infimums et les supremums
et préciser le cas échéant si ce sont des minimums ou des maximums :
1. [0,1] 3. ]0,1] 5. {1} 7. 13,5[U]6, 8]
2:10:1] 4. [0,1] 6. [3,5)u {11} 8. ]3,5]uU]6,8[U{11}

Exercice 4. Pour chaque valeur du parametre 3, déterminer les p01n1s station-
naires de la fonction :

flz,y) =2 +y* + Bry + T + 2y -’3[ >~ \ Sown) f"\m,

et étudier leur nature (min/max, local/global)? \

\\\5:1§ b ALU

Exercice 5. Soit :

filz,y) =122 -2+

fzy) = (y—2?)? -2
15
fi(z,y) = 3¢ % + x cos(y).
Déterminer les extrema locaux de chaque fonction f;, i = 1,2, 3, et préciser s’ils

sont locaux ou globaux.

Exercice 6. Soit :




o

et L

. Caleuler le gradient et la matrice hessienne de la fonction 1 ,

[ est-elle convexe sur [R™ ? (QM 7mvnl 1“1:‘,,\ I\(;/TA
>y 7 v
o

Montrer que [ est infinie a I'infini sur R?,
En déduire que / admet un point de minimum global sur R
Déterminer les points stationnaires de [.

Déterminer les points de minimum local de f. Sont-ils globaux?

Exercice 7. Formes quadratiques en optimisation.
Soit A € R™™ une matrice quelconque et b € R™. Soit f : R" — IR définie par :

. Calculer le gradient et la Hessienne de f. "
. Si A est symétrique, 2 quelle condition la fonction [ est-elle convexe?

flz) = %m“[ Az —b'z.

(exh)

concave ?

. Existence de solution. Supposons A € R™*" symétrique définie positive

(a) Soient Ay la plus grande valeur propre de A et A\yin la plus petite
valeur propre de A. Montrer que :

V2 €R", Apinllz]? € 7 Az < Amaxlzl|*.
(b) En déduire que [ est infinie a I’infini.

(¢) Montrer que f admet un unique point de minimum global, noté z*, que
I’on calculera.

. Soit gz, z2) = 222 — 2x172 + T3 — 211.

: T ¥ S
(a) Ecrire g sous la forme : z — %.’IJT/\I — b' x avec A symétrique

(b) Déterminer, s’ils existent, les extrema de g et préciser leur nature.

. »» Pour aller plus loin : xx

(a) Ecrire g sous la forme : z — 3z Az — b"z avec A non symétrique
(b) Que se passe-t-il si on change g par

h(zy,xy) = v‘2.’l,"f + 22119 — lj + 2z;.



TD3 - Systémes linéaires, équations non linéaires,
optimisation sous contrainte.

Exercice 1. Résolution d’un équation non linéaire par point fixe
Soit la fonction F' : R — R telle que

F(z) = cos(z) + 22 — 2z — 5.

On veut mettre en oeuvre une méthode de point fixe pour calculer les racines de
F.

1. »+ Montrer que la fonction F' admet au moins 2 racines.

!‘\)

*x Par convexité, montrer que la fonction F' admet exactement 2 racines.

3. %+ On pose a présent z; et x5 les deux racines de F'. Montrer que la fonc-
tion F' est monotone autour des racines et identifier son sens de variation.

4. Identifier une fonction f; contractante dans un voisinage de z; telle que

f1($1)=I1~

Faire de méme pour z5.

5. En appliquant la méthode du point fixe sur un intervalle [; = [—2, —1] qui
contient x; et sur lequel F' est monotone, analyser la vitesse de conver-
gence de la méthode. Faire de méme pour lintervalle [, = [3,4] qui
contient z5 et sur lequel F' est monotone.

Exercice 2. Résolution d’un systéme non-linéaire dans R?. Soit le systeme
d’équations non-linéaires suivant :

{ —5x1 +2sinzy; +2coszy =0 )

2coszy + 2sinzy — Hxy =0
1. Montrer que ce systéme peut s’écrire sous la forme f(x) = = et montrer a
I’aide du théoréeme du point fixe que (1) admet une unique solution z*.

2. Construire une suite (2, ),en qui converge vers z* et en déduire un algo-
rithme de résolution du systeme (1). Estimer sa vitesse de convergence,
¢’ est-a-dire la quantité ||z, — z|| pour toutn € N.

3. Ecrire I’algorithme de la méthode de Newton pour le systeme (1).

Exercice 3. On souhaite minimiser f : R? — R sur X C R?si

fle,y) =y~22 X={(z,9)tq 2 +y*-1<0)




oo

. Représenter le domaine X les courbes de niveau de f.

Montrer que le probléeme admet une solution.
Montrer que le probléme est convexe, qu’en déduisez-vous ?

Ecrire les équations de KKT et les résoudre. En supposant que les contraintes
sont qualifiées, donner le minimum global de f sur X.

Que faut-il faire pour maximiser f sur X ?

Exercice 4.  Soit 4 € M, ,(R) une matrice symétrique définie positive et
b € R™ avec b non nul. Nous cherchons & minimiser la fonctionnelle f sur X si

(Az,z) et X = {z tq. (b,z) < —1}

N =

fz) =

- Montrer que le probléme de minimisation admet une solution. Discutez du

probléme de maximisation.

2. Montrer que le probléme est convexe, est-il strictement convexe ?

3. Montrer que la solution est unique.

4. Ecrire les équations de KKT. en supposant que les contraintes sont qua-

lifiées, donner la solution du probléme.

Exercice 5. *x Projection orthogonale sur un ensemble Soit X C R” un
ensemble convexe borné. L’ objectif de cet exercice est de déterminer pour y € R”
la projection orthogonale de y sur X. Elle est définie comme 1'unique solution de

ro

in < |z - y|?
mipslle v

Justifier que ce probleme est strictement convexe et admet au plus une
unique solution;
Justifier que ce probleme admet au moins une solution.

Dans le cas oi X = {[|z||* < 1}, montrer que la solution est donnée par

y siflyll €1
1,

Yy g
rrr——— sinon
lyll

. Si X estdonné par X = {g(x) < 0} avec g convexe, et si 2* est la projec-

tion orthogonale de y sur X, montrer que y — z* est colinéaire & Vg(a*).
Justifiez I'utilisation du terme orthogonale dans 1'expression projection

orthogonale.



TD 4 - Algorithmes d’optimisation
: AN ;(\S

Al S
Exercice 1. Méthode du gradient et Méthode de Newton sur un exemple
simple.
Soit le probleme :

(P) min f(z) := V1 + 22
ZER
La fonction f est dérivable sur X et ses deux premiéres dérivées sont données par :

T 1
s o e e Wy o e
R, fi(z) e f(z) T

1. Montrer que z* = 0 est I’'unique point de minimum global de f.

vz

m

2. Descente de gradient : de 'importance du choix du pas.

(a) Ecrire une itération de la méthode de descente du gradient appliquée
au probleme (P). On notera s;. le pas et (zx)ren la suite des itérés
engendrés.

(b) On teste 3 stratégies de recherche linéaire :

}.

Pour chagque valeur possible de s, calculer z; en fonction de zp et
étudier la convergence de la suite (2 )zzn. Commentez.

DN | =

si = sf(zx), avec: s € {1.2,

3. A propos de la convergence locale de la méthode de Newton
(a) Ecrire une itération de la méthode de Newton appliquée au probleme
(P). On notera (z;)zcx la suite des itérés engendrés.
(b) Calculer z; en fonction de z; et étudier la convergence de la suite
‘7 )zcn. Commentez.

Exercice 2. Algorithme de plus profonde descente / Algorithme du gradient
2 pas optimal.
On considére le probléme :
Sl fta
(P : . ST et
P) ll:l?;[f“.f/). 21 -rgy.
1. Meure le probleme sous la forme de I'exercice 6 du TD 2 et en conclure
sur 'existence et |’ unicité du minimum de f. 0. |
Mf,r Car . ( uhe

i

I

l(\) \\,A\

A€ ([l “\7\\

\‘\n




2. Décrire une itération de " algorithme de plus profonde deEcente (le pas sera

noté s > 0). f\"x+\qx= 2 AX ﬁd.w\ S AT‘;A, e
3.Onpose: X = ( ; ) Ecrire f sous la forme : f(X) = %XTAX et fy
calculer V f(X%).

Ly
4. Calculer ¢(s) = f(Xi — sV f(Xx)) et résoudre le probleme : mig o(8). \\ ,,O
§> \
u\\ o

5. On choisit comme point initial : Xo = (9, 1).

(a) Montrer par récurrence que le pas optimal vérifie : Vk € N, s =

)

et que la suite Xy = (x4, yx) des itérés ainsi engendrés est définie par :

e (%) ( - ) '

(b) Quelle est la solution X* du probleme (P)? En déduire I'erreur :
|| X — X*||2. De quel type de convergence s agit-il?

ot =

Exercice 3. Méthode des moindres carrés linéaires.

Soient (z;,v;), ¢ = 1,...,nunnuage donné de points. On cherche la relation
existant entre les valeurs z; et les valeurs y;. Pour illustrer cet exercice on introduit
deux jeux de données :

Jeu A. On possede 6 spécimens fossiles d’un animal disparu et ces spécimens
sont de tailles différentes. On estime que si ces animaux appartiennent a la
méme espéce, il doit exister une relation linéaire entre la longueur de deux
de leurs os : le fémur et I’humérus. Voici les données de ces longueurs en
cm pour les 5 spécimens possédant ces deux os intacts :

fémur (z;) 38 56 59 64 T4
humérus (y;) 41 63 70 72 84

Jeu B. On cherche une relation entre les données suivantes :

2P ) Jin0g G tnd ah 6
v, —53 04 26 43 3 05 -54
1. Supposons pour commencer qu’il existe une relation linéaire : y = ax + b
entre nos données.

(a) Formuler le probleme ci-dessus sous la forme d’un probléme d’opti-
misation ().



(b) Montrer que le probléme () admet un unique point de minimum glo-
bal (a,b) sur R? et caractériser ce point (On pourra montrer que la
solution (a,b) est solution d’un systéme linéaire que l'on explicitera).

(¢) Applications : programmer la résolution numérique de ce probleme
pour les jeux A et B. Commentez.
2. Au vu des résultats précédents pour le jeu B, on estime que la relation
entre les données z; et y;, i = 1, ..., 7 est de la forme :

y=azx’+br+c

(a) Re-formuler le probleme ci-dessus sous la forme d’un probléme de
moindres carrés linéaires.

(b) Montrer que la solution (a, b, ¢) est solution d’un systéme linéaire que
I’on explicitera.

(c) Applications : programmer la résolution numérique de ce probleme
pour les jeux A et B. Commentez.

Exercice 4. x+ Minimisation par moindres carrés. On considere un circuit
RLC série en régime permanent (c’est-a-dire quand 1’équilibre s’est installé) et en
oscillations forcées (c’est-a-dire qu’on impose a ses bornes une tension sinusoi-
dale). On sait alors (grice a la physique et en résolvant une équation différentielle
linéaire du second ordre a ccefficients constants) que la tension aux bornes du
condensateur est de la forme :

U(t) = Upazx cos(wt + @), 2)

ot U4z, w et ¢ sont fonction des caractéristiques du circuit (résistance, induc-
tance, condensateur, tension imposée).

On mesure expérimentalement la tension aux bornes du condensateur. On note
[J, la tension mesurée a I'instant ¢, pour n variant de 1 a N. A partir de ces
N mesures, on souhaite connaitre les caractéristiques du circuit RLC, donc les
grandeurs [/,,,,,, w et ¢. On va donc chercher les valeurs de Umaz, w et ¢ tels que
[/(t,) soit le plus proche possible de U/, pour tout n.

1. Expliquer pourquoi le probléme décrit ci-dessus se traduit mathématiquement

par
N

1 , }
AT {j(f,.fz,f;,) = Z—Z (z cos(zaty, + -l':s) b U”)Z ) (-l'l\‘l'zwl's) (< R3
n=1

2. Traduire ce probleme de minimisation en un probleme du type g(x), xo, 23) =

(). Calculer explicitement la fonction g.
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3. Ecrire I’algorithme de la méthode de Newton pour résoudre le probléme du
b). Quelle difficulté allez-vous rencontrer pour mettre en ceuvre numériquement
ce programme ? Quelle alternative proposez-vous ? On explicitera tous les
systemes linéaires auxquels on se rameéne.
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TDS - Intégration et interpolation

Exercnce . Soitzg = 0,2, = 1, et T5 = 2. On considére les polynémes
suivant

p(z) = 2% - 2, g(z) =z et r(z)=2z*+42>-8.

tl‘rouver les polyndmes d’interpolation de Lagrange a, b et ¢ qui, aux points (2x)o<k<2,
interpolent p, g et r.

Exercice 2. Soit g un polyndme de degré n et (z)o<k<n C R. En considérant
les points d’interpolations {(z4, g(xx)}, montrer que le polynéme d’interpolation
de Lagrange p est tel que

p(x) = > q(@k) Lin() = g(2).
k=0

Exercice 3. j
1. Soit zg, z, deux réels distincts. Montrer que, Vz € R,

Lo.l(;T) + Ll‘l(I) =l

ol L;, sont les polynémes de Lagrange associés a la famille de points
(z0, 71)-

2. Soit n > 1 et (zx)1<k<n C R. Ecrire le polyndme p d’interpolation de
Lagrange aux points {(zx, 1) }ocpen-

3. Montrer que : Vz € R, p(z) = 1, et en déduire que

> Lia(z) = 1.

k=0

Exercice 4.  Soit n > (. On considére le polynéme p, (z) = 2",
1. Identifier le polynome d’interpolation de Lagrange aux points 2y = —1,
I = 0 et Tg =~ 1.
2. Soit g un polyndme de degré m > 0. En déduire une formule d’interpo-
lation aux points (2 )o<x<2 (en fonction de ses coefficients (@;)oci<m) de

q.
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Exercice 5.  Soit I'ensemble de points de R?
D = {(0,2),(1,1),(2,-2)}.

1. Déterminer le systéme triangulaire associé a la méthode d’interpolation de
Newton. En déduire I’expression du polynéme d’interpolation dans la base i
des polynomes de Newton. |

2. On ajoute le point (3,0) a D. Trouver le nouveau polynéme d’interpolation
associé dans la base des polynomes de Newton.

Exercice 6.  On considere une fonction f que I’on suppose C* et telle que
fO) =1, F1/9=1/2, f(1/2)=3/4, f(3/4)=5/4 et f(1)=1/4

Donner I’approximation de I'intégrale / = f(; f(z)dz en utilisant

1. la méthode des rectangles a gauche,

2. la méthode des rectangles a droite, (2 (@Y
3. la méthode des trapeézes,
- : §: 7.
4. la méthode de Simspon. ¢ %Q,\NL N\O\.‘V) A \(\\meﬂ (L L ‘]
Exercice 7. Soit F'(z fo e~** 4sin(t)dt. En utilisant la méthode de Slmpson

avec trois points (un 1ntervalle) donner I’approximation de F'(4).

Exercice 8. Soit la fonction f donnée par
fla) = 12
- ) 5 AN s 1
On cherche 2 trouver une approximation de I’intégrale [ = fo f(z)dz.
1. En introduisant les points équirépartis

Jime ;
Tj_1/2 = n/ B e S

donner une estimation de I’erreur commise lorsqu’on utilise la méthode du {
point milieu, |
2. En déduire une minoration de n de maniére a obtenir une erreur strictement

inférieure 2 £ = 10719,
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